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利用边界元法求解脑电正问题和高分辨脑电
`

王远乔 袁建生
清华大学电机工程与应用电子技术系

,

电工新技术研究所
,

北京 10 0 0 8 4

摘要 利用边界元法求解脑 电正 问题和高分辨脑 电
,

分析 了边界元法计算带有高 电阻率颅骨区域

脑 电正 问题存在的缺陷
,

给出了解决该问题以及提高计算精度 的方 法
.

利用边 界元所给 出的场域边

界和分界面上场量 的约束关系
,

实现 了一种由头皮 电位推算皮层 电位 的高分辨脑 电计算方 法
.

通过

多层球模型的仿真计算与实际解析解进行 比较
,

验证 了所提 出的方 法在一定条件 下能够取得较高的

计算准确度
.

关键词 脑电 边界元法 脑电正问题 高分辨脑电

脑电正问题是指已知源的分布 以及头模型的几

何结构和媒质参数
,

求解头皮 电位 脑电逆 问题是

指从头皮测得的电位去反推脑电活动源的位置和大

小
.

高分辨脑电则是近年来脑 电逆 问题研究中的一

个热门领域
.

它是指 已知头皮表面的电位去推算皮

层表面的电位分布
.

目前求解正 问题常用的数值方

法有
:

有限元法 ( F E M )
、

边界元法 ( B E M )
、

有限体

积法 ( F V M )
、

矩量法等
.

高分辨脑 电的计算方法有

解 析 法
、

F E M
、

皮 层 成 像技 术 ( e xT )川
、

表面

aL p al ic an 方法 2[] 等
.

上述提到的各种方法
,

在解决

脑电正
、

逆问题时都需要涉及三维区域问题
,

而边

界元法直接求解包围场域边界上的电位以及 电位法

向导数
,

因此可以将三维 区域问题降为表面 问题
,

这是边界元法的主要优点
,

它可以大大简化网格剖

分和求解过程 ; 同时由于边界元在求解过程中
,

电

位法向导数作为方程组 的未知量求解
,

而不需要根

据 电位分布进行差分
,

这在很大程度上提高了电位

法向导数的计算精确度
.

但边界元法在计算相邻子

区的电阻率剧烈跳变或相差很大的问题时
,

会产生

较大的计算误差
,

该误差主要是因为此时系数矩 阵

的性质较差
,

利用一般的求解器不易得到方程组的

准确解
.

1 算法
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位于区域中或边界上的场点
,

M 为边界点
,

沪 为电

位
, C
为介质 的电容率

,

p 为 电荷体密度
, r

为场

点到 d尸 的距离
, : S

是源点到场点的距离
,

0 是
;

和边界 d r 法向的夹角
.
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媒质分界面上的界面条件可以表示为

(电流法向连续条件 )

式中
。 一

和 。 +

分别为分界面 内外侧的电导率
,

切 -

和 沪 +

代表分界面内外侧的电位
.

1
.

2 正问题算法

设一单层球模型 (如图 1 所示 )
,

已知边界 r 的

电位法向导数为零
,

偶极子源 J 位于区域口 中
,

求

解边界 r 上的电位分布
.

对于 m 层球模型
,

每层边 界 面分别剖分为

N , ( i = 1
,

2
,

… m )个节点
,

如图 2 所示
.

分别对每

种媒质区域 的边界面列 写 电位 方 程 式
,

可得 到

N l + 2 ( N Z + N 3 + … N m )个方 程
,

其中 N ,
是外边

界面上的节点数 (已知外边界上 电位的法向导数为

零 )
,

对于内部边界面上该法向导数亦为待求量
.

同

时在分界面上施加 电流法向连续界面条件可得到另

外 ( N
: + N 3 十 … N衬个方程

.

这样对于 m 层球模型

中未知量个数为 ( N
l + 3 N : + 3 N

3 + … 3 N
m )

,

可以

列写 ( N
l + 3 N : + 3N

3 + … 3 N
。 )个方程

,

形成的系

数矩阵亦为奇异矩阵
,

因此可以采用设定参考电位

的方法求解
.

但是此时形成 的系数矩 阵性质较差
,

并且随着各层 电阻率变化的加剧其性质变得更差
,

采用设定参考 电位后得到的系数矩阵条件数很大
,

利用一般 的线性方程求解方法 则计算结果误 差较

大
.

在本文 中对于多层球模型正问题的求解采用了

广义逆求解
,

得到的计算结果精度较高
.
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图 2 多层球模型

图 l 单层球模型

首先将边界 r 剖分为 N 个 节点的三角形边界

元网格
,

将 ( 2) 式进行离散可得到 N 个方程
,

即边

界元方程
,

写成矩阵形式为

A 沪 = B

式中 沪 为节点上的电位列向量
.

当场点与源点为同

一节点时
,

将出现奇异积分
,

本文采用直角坐标向

极坐标转换的方法消除了该奇异性 4[]
.

由于形成的矩阵 A 为奇异矩 阵5[, “ 〕
,

因此在求

解方程组时需要选定某一节点为电位参考点
,

将该

节点的电位设为已知
,

然后将方程组进行适当的变

化可得到一个系数矩阵非奇异的方程组
,

求解所形

成的线性方程组即可得到边界 r 上的电位分布
.

1
.

3 高分辨脑电算法

如图 2 所示的球模型
,

已知边界 r l
的电位分

布以及电位法向导数 (其值为零 )
,

并且区域 。 1
为

无源区域
,

现求解分界面 r : 上的电位分布
.

根据文献仁7 ]给出的证明
,

在 图 2 所示的高分

辨脑电问题中
,

给定边界 r l
的 电位分布以及 电位

法向导数
,

若区域 。 1
为无源区域

,

则满足边界条

件的解答是惟一的
.

在图 2 的模型 中
,

在无 源区域 口 1
中应用 ( 2)

式
,

注意到式中与电流偶极子源体积分有关的一项

为零
,

其简化为

1
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由于边界 r l 上的电位法向导数为零 (各边界面法 向

如图所示 )
,

则 ( 3) 式可以化为
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图 3 实际计算模型

在边界 r l ,

r : 上 分别剖分 N
l ,

N Z

将 ( 4) 式离散可以得到 N ; + N
:
个方程

,

形式如下阳
,

9 :

个节 点
,

写成矩阵

。 一

{

~
}
火 , 0 0%

}甲 m a x 一 甲 m i n

}

勿上
P 12 甲 2 +

N I X

性

G
N l )

12 甲 2 二

性

P

刀 x )协
1

(对应场点在 尸 1

叭二是电位 的数值解
,

叭
n a

是 电位的解析解
,

, anI
x

是解析解电位的最大值
,

沪m i n

是解析解电位的最小

值
.

P 22
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, : + G Z: 势犷 “
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P Zi 沪 1

N Z x N I

( 5 )

(对应场点在 几 上 )
,

2
.

1 正问题

偶极子位于 x 轴 2
.

0 。 m 处
,

3 层媒质电导率由

外至里分别为 0
.

33
,

0
.

0 0 42
,

0
.

33 5 / m
,

各层边界

面上的剖分节点数均为 4 4 0
,

单元数目为 876
.

图 4

为 3 个边界 面赤道上 的电位分布与解析解的比较

(解析解表达式请参阅文献 【10 〕)
,

相对误差 曲线如

图 5 所示
.
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淤三活俐甚

其中 甲l
为边界 r l

剖分节点上的电位列向量
,

其值

已知 ; 甲 2 、
,子为 r :

外侧 的电位和电位法向导数
,

为待求量
.

P l l ,

P 12 ,

P 21 ,

P 22 ,

G 1 2 ,

G 2 2
为对应

的系数矩阵
.

考虑边界 r l ,

r : 上剖分的节点数
,

若 N
l >

N Z ,

(5 )式所示方程为超 定方 程 ; 若 N l < N Z ,

其

为欠定方程 ; 当 N l 二 N :
时

,

方程有确切解
,

可求

出边界 r :
外侧的电位和 电位法 向导数

,

本文 中各

层边界面上的剖分数目均相同
.

类似地
,

在无源区域 。 :
中应用 ( 3) 式

,

可得到

求解边界 r 3 上 的电位与电位法向导数的方程组
,

与 (5 )式相 比
,

方程组右端多出 r :
内侧电位法向导

数一项 ; 此时 r :
内侧的电位和 电位法 向导数可 以

利用边界条件 ,
` : 二 , :

及
。 ,甲 : 二 。

犷讨
’ ,

由针对 区

域 。 ,
的解获得

.

赤道电位分布
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图 4 偶极子位于 2 c m处的赤道电位分布

2 计算结果及分析比较

设一头模型为 3 层 同心 球模型
,

半径分别为

7
.

5
,

7
.

0
,

6
.

5 c m
,

电流 偶 极 子 源 的 偶极 矩 为
1

.

O .A m m
,

位于 x 轴上
,

方向为 x 轴的正 方 向
.

以下分析中
,

电位分布曲线指赤道线的半圆周 A B C

(如图 3) 上各点的电位
,

其中相对误差 △ 定义为

计算中发现
,

在利用边界元求解脑电正间题

时
,

数值解的精度受到各层媒质电导率的影响
,

当

相邻两层媒质的电导率差异较大时
,

边界元的求解

精度降低 ; 同时随着偶极子的偏心
,

由于偶极子靠

近边界从而导致矩 阵系数计算的误差随之偏大 (临

界奇异积分 )
,

因此各层分界面电位的计算结果精

度降低
.
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低电导率的作用则是放大了头皮表面电位的误差

因此计算得到的皮层电位误差较大
.

赤道电位分布

0302010
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净日\划钾

图 5 偶极子位于 Z cm 处的计算误差曲线 0刀 Z L

一 8 一 6 一 4 一 2

对 于单层球模型来说
,

系数矩 阵是严格奇异

的
,

在求解过程中采用了设定参考电位的方法 ; 但

是在多层球模型 中
,

若采用设 电位参考 点的方法
,

则得到的系数矩 阵性质较差
,

故利用一般的求解线

性方程组的算法 (如 G a

uss 列主元消去法 )计算误差

较大 (最大误差大于 10 % ) ; 本文中采用了广义逆求

解线性方程组所得计算结果的误差较小
.

当各层媒质电导率从外至里分别为 0
.

33
,

0
.

1
,

0
.

3 3 s/ m
,

偶极子位于 2
,

5 。 m 时
,

最大误差分别

为 1
.

0 %
,

4
.

4 % ; 当各层媒质电导率从外至里分别

为 0
.

3 3
,

0
.

0 0 4 2
,

0
.

3 3 s/ m
,

偶极子位于 2
,

5 。 m

时
,

最大误差分别为 3
.

6 %
,

4
.

8 %
.

0 2

x c/ m

4 6 8

图 6 偶极子位于 Z cm 处反推赤道电位分布

误差曲线

岁
卜、

绷
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x儿m

2
.

2 高分辨脑电

偶极子位于 x 轴 2
.

O C m 处
,

3 层媒质电导率由

外至里分别为 0
.

33
,

0
.

0 0 4 2
,

0
.

33 5 / m
,

各层边界

面上的剖分节点数均为 4 40
,

单元数 目为 876
,

根

据正问题数值计算以及解析解计算得到的 7
.

s c m 处

表面的电位分布反推 7
.

o c m 和 6
.

s c m 界面上的电

位
.

图 6 为各边界面赤道上的电位分布
,

相对误差

曲线如图 7 所示
.

从仿真计算结果可以看 出
,

根据正问题数值解

的头 皮 电位分布反 推得 到 皮 层 电位误 差 较 小

( < 1 % )
,

而根据解析解的头皮电位分布反推的皮

层电位误差相对较大 ( < 5 % )
.

另外在头皮最大电位

点上人为增加一个 噪声 (幅值为最大电位的 10 % )
,

反推到颅骨层的 电位没有发生太大变化
,

但是得到

的皮层电位分布发生较大变化
.

分析其原 因
,

由于

颅骨的低通滤波作用对皮层 到头皮的信号起 到了
“

平滑
”

的作用
,

对应于高分辨脑电问题来说
,

颅骨

图 7 偶极子位于 Z c m 处反推的误差曲线

利用偶极子电流源位于不同位置得到的头皮电

位的正 问题结果反推皮层电位
,

计算结果表明
,

偶

极子电流源越靠近边界
,

逆问题 的计算误差越大 ;

颅骨层的电导率大小也影 响高分辨脑 电的计算精

度
,

当 3 层媒质的电导率变化比较剧烈时
,

所得皮

层 电位的相对误差较大
.

以上通过球模型的解析解对正问题和高分辨脑

电进行了验证
,

结果表 明
,

在偶极子距边界 (皮层 )

的距离大于皮层半径的 25 %
,

颅骨电导率不大于其

他区域上的电导率 80 倍时
,

在一定的网格数量下
,

计算误差小于 5 %
.

对于真正的头模型
,

主要工作

是网格剖分
,

只要能形成正确的边界元 网格
,

则计

算球模型的软件可以直接用于真实头模型
.

图 8 为

一个真实头模型的网格剖分实例
.
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图 8 真实头模型

3 结论

一 ( 1) 从正问题计算结果可以看出
,

采用广义逆

求解线性方程组的方法
,

可以克服由于相邻子区域

电导率相差较大而造成的系数矩 阵质量差
,

从而影

响边界元法的求解精度问题
.

( 2) 从高分辨脑 电的计算结果可以看出
,

在信

噪比较高的情况下
,

边界元法计算得到的皮层 电位

精度很高 ; 但是存在测量误差或噪声时
,

由于颅骨

低电导率的影响
,

头皮 电位的测量误差或噪声经过

颅骨的放大作用
,

在皮层上误差增大
,

因此在利用

边界元法计算皮层电位时需要对头皮 电位进行一定
_ 的去噪等预处理

,

以提高计算精度
.

( 3) 利用边界元法可以比较容易地实现网格剖
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